






























1 (1) detA = 2a3 − a2 − 2a + 1 = (a− 1)(a + 1)(2a− 1)より，A が
正則でないのは a = ±1, a =

1

2
のときである．

(2)
(2-1)
Bの固有多項式は (t − 2)

(
t2 − (1 + k)

)と計算できる．B が対角化
不可能ならば，これが重解を持つ必要があり，それは k = −1または
3の時である．k = −1, 3 のときに実際に対角化不可能かどうかを確か
める．
k = −1の場合：

B =

1 −1 1
1 0 −1
1 −1 1


となる．固有多項式の重解である固有値 0の固有空間は，Bの階数が 2
と分かるので，１次元である．これが固有多項式における固有値 0の
重複度と一致しないので，B は対角化不可能である．
k = 3の場合:

2I −B =

 1 −3 −1
−1 2 1
−1 1 1

 ,

となる．固有多項式の重解である固有値 2の固有空間は，2I −Bの階
数が 2と分かるので，１次元である．これが固有多項式における固有
値 2の重複度と一致しないので，B は対角化不可能である．
以上より，B が対角化不可能となるのは k = −1, 3 のときである．
(2-2) k = −1, 3いずれの場合も，固有多項式の重解である固有値の

重複度は 2であり，Bは対角化不可能であるので，Bの固有多項式と
最小多項式は一致する．各固有値のジョルダン細胞について，固有多
項式の重複度からそのサイズの和が読み取れ，最小多項式からそのサ
イズの最大値が読み取れる．よって，Bのジョルダン標準形は，

k = −1のとき J(0, 2)⊕ J(2, 1), k = 3のとき J(2, 2)⊕ J(−2, 1) .

2
(1)

∣∣ 1
n+3

/ 1
n+2

∣∣ = n+2
n+3

−→ 1 (n → ∞)なので，ダランベールの判定
法より収束半径は 1 .

(2)実数 a に対し，積分

I(a) =

∫ 1

0

(x− a) arctan x dx

1
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を部分積分で計算する．x− a = (1/2x2 − ax)′より，

I(a) =

[(x2
2

− ax
)
arctanx

]1
0

−
∫ 1

0

(x2
2

− ax
) 1

1 + x2
dx .

よって
I(a) =

(1
2
− a

)π
4
−
∫ 1

0

x2

2
− ax

1 + x2
dx.

残りの積分
J :=

∫ 1

0

x2

2
− ax

1 + x2
dx

を計算する．

J =

∫ 1

0

(
1

2
− 1

2(1 + x2)
− a · x

1 + x2

)
dx

=

∫ 1

0

1

2
dx−

∫ 1

0

1

2(1 + x2)
dx− a

∫ 1

0

x

1 + x2
dx.

各項を計算すると， ∫ 1

0

1

2
dx =

1

2
,∫ 1

0

1

2(1 + x2)
dx =

1

2

[
arctanx

]1
0
=

1

2
· π
4
=
π

8
,∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

1

2

∫ 2

1

du

u
=

1

2
log 2 (u = 1 + x2).

よって
J =

1

2
− π

8
− a · 1

2
log 2 =

1

2
− π

8
− a

2
log 2.

これを I(a) の式に代入すると

I(a) =
(1
2
− a

)π
4
−
(
1

2
− π

8
− a

2
log 2

)
=

(1
2
− a

)π
4
− 1

2
+
π

8
+
a

2
log 2.

よって I(a) = 0となるのは a =
π − 2

π − 2 log 2
.

(3)
(3-1) ラグランジュの未定乗数法を用いる．

fx = 6x5 − 3x2y, fy = −x3,
φx = 8x3 − 2y, φy = −2x+ 2y
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であるから，停留点は
6x5 − 3x2y = λ(8x3 − 2y),(1)

−x3 = λ(−2x+ 2y),(2)

2x4 − 2xy + y2 = 0.(3)

を解けば得られる．x = 0 の場合，(3) 式より y = 0である．(x, y) =
(0, 0)はすべての式を満たすので停留点である．以下，x 6= 0としてよ
い．(2) 式より −x3 = λ(−2x+2y) = 2λ(y−x).　 x 6= 0 のとき y = x
なら右辺が 0 となり −x3 = 0 に矛盾するので， y 6= xが必要である．
従って λ = x3

2(x−y)
.　これを (1) 式に代入して整理すると，（x 6= 0 なの

で x2で割れる）
(4) 2x4 − 6x3y − 2xy + 3y2 = 0

を得る．(4) 式から (3) 式を引いて整理すると，2y(−3x3 + y) = 0とな
る．y = 0とすると， (3) 式より x = 0となって矛盾である．y = 3x3

ならば，(3)式より
2x4 − 2x(3x3) + (3x3)2 = 0

すなわち
2x4 − 6x4 + 9x6 = 0 ⇔ 4x4 − 9x6 = 0 ⇔ x4(4− 9x2) = 0.

x 6= 0 より 4 − 9x2 = 0，すなわち x = ±2
3
.　このとき y = 3x3 だか

ら y = ±8
9
.

以上より，停留点は (0, 0),

(
±2

3
,±8

9

)
の 3 点．

(3-2) まず，停留点 P+ = (2/3, 8/9) の近くで考える．φy

(
2
3
, 8
9

)
=

−4
3
+ 16

9
= 4

9
6= 0であるから，陰関数定理により P+ の近くで y = ψ(x)

という形で φ(x, y) = 0 を解くことができる．ここで ψ(x)はC∞級関
数である．関係 φ(x, ψ(x)) = 0を x で微分すると， φx + φyψ

′ = 0を
得る．もう一度微分すると φxx + 2φxyψ

′ + φyyψ
′2 + φyψ

′′ = 0 を得る．
この 2式を利用して ψ′(P+), ψ

′(P+)を計算する．

φx(P+) =
16

27
, φy(P+) =

4

9
, φxx(P+) =

32

3
, φxy(P+) = −2, φyy(P+) = 2

より ψ′(P+) = −φx(P+)
φy(P+)

= −4
3
を得る． また，

32

3
+ 2(−2)

(
−4

3

)
+ 2

(
−4

3

)2

+
4

9
ψ′′(x0) = 0

より ψ′′(x0) = −44を得る．
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考えている極値問題は，一変数関数
F (x) = f

(
x, ψ(x)

)
のそれになる．

F ′(x) = fx + fyψ
′, F ′′(x) = fxx + 2fxyψ

′ + fyyψ
′2 + fyψ

′′

となる．点 P+ での値は

fx(P+) = −32

81
, fy(P+) = − 8

27
, fxx(P+) =

64

27
, fxy(P+) = −4

3
, fyy(P+) = 0

であるので，
F ′′(P+) = fxx(P+) + 2fxy(P+)ψ

′(x0) + fyy(P+)ψ
′(x0)

2 + fy(P+)ψ
′′(x0)

=
64

27
+ 2

(
−4

3

)(
−4

3

)
+ 0 +

(
− 8

27

)
(−44) =

512

27
> 0.

P+ = (2/3, 8/9) は 曲線 φ(x, y) = 0 上での f の極小点である．
P− については， 写像 (x, y) 7→ (−x,−y) によって

f(−x,−y) = x6−x3y = f(x, y), φ(−x,−y) = 2x4−2xy+y2 = φ(x, y)

であるから，f と制約 φ = 0 は原点に関して対称である．したがって
P− = (−2/3,−8/9)における状況は P+ と全く同じであり，同様に P−
も制約付き局所最小点となる．
以上により，曲線 φ(x, y) = 0上での f の極値を与えるのは

(
±2

3
,±8

9

)
である．
3
(1)

(p が素数 ⇒ Gp は部分群)
p を素数とする．x := a

b
, y := c

d
∈ Gp をとる．ここで，a, b, c, d ∈ Z

で，いずれも 6≡ 0 (mod p)である．Q×において，y−1 = d
c
であるので，

x · y−1 = ad
bc
. pが素数なので，ad, bc 66≡ 0 (mod p). よって x · y−1 ∈ Gp

であり，p が素数のとき Gp は Q× の部分群である．
(Gp が部分群 ⇒ p は素数)
対偶を示す．p が素数でなければ，1 < m,n < p となる自然数 m,n

が存在して p = mn と書ける．m と n は p の真の約数なので，いず
れも m 6≡ 0 (mod p), n 6≡ 0 (mod p)である．このとき，m

1
, n

1
∈ Gp

かつ m
1
· n
1
= mn

1
= p

1
6∈ Gpなので，Gp は積について閉じておらず，部

分群ではありえない．
以上から，「Gp が Q× の部分群である」ことと「pが素数である」こ

とは同値である．
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(2) α ∈ Q× の（分子の素因数分解の pに対する指数）ー（分母の素
因数分解の pに対する指数）を vp(α) と書き， α の p-指数 と呼ぶ．
写像

φp : Q× −→ Z, α 7−→ vp(α)

を考える．これは，α, β ∈ Q× に対して
φp(αβ) = vp(αβ) = vp(α) + vp(β) = φp(α) + φp(β)

を満たすので，群準同型である．φp は全射である．なぜなら，任意の
n ∈ Z に対し，α = pn ∈ Q× とおけば

φp(α) = vp(p
n) = n

となるからである．ker(φp) = {α ∈ Q× | vp(α) = 0}は，分子・分母と
もに p を素因数に持たない有理数全体からなる部分群であるから，ま
さにGpに一致する． よって，準同型定理によりQ×/Gp ' Zが従う．
φp(p) = 1により，σ(p)はQ×/Gpの生成元である．

(3) 写像
ψp : Gp −→ (Z/pZ)×,

a

b
7−→ ā b̄−1

を考える．α =
a

b
, β =

c

d
∈ Gp に対し，

ψp(αβ) = ac (bd)−1 = (āc̄)(b̄d̄)−1 = āb̄−1 c̄d̄−1 = ψp(α)ψp(β)

となるので，これは群準同型である．これは全射である．なぜなら，任
意の ū ∈ (Z/pZ)× に対し，代表元 u ∈ Z (p 6 | u) を選べば

ψp

(u
1

)
= ū 1̄−1 = ū

となるからである．ker(ψp) =
{

a
b
∈ Gp

∣∣ψp

(
a
b

)
= 1̄

}がHpに一致する
ことを示す．

ψp

(a
b

)
= ā b̄−1 = 1̄ ⇐⇒ ā = b̄ ⇐⇒ a ≡ b (mod p)

なので， 確かに ker(ψp) = Hpである．したがって，準同型定理より
Gp/Hp ' (Z/pZ)×

が従う．
4 (1) 例えば、xy− 1 ∈ R[x, y]が既約元であることを言う（R[x, y]が
UFDなので，既約元なら素元）．
xy − 1 = f(x, y)g(x, y)と書けるとする．f(x, y), g(x, y)の最高次部

分を fm, gnとする．m ≥ nとしてよい．m ≤ 2である．m = 2とす
ると，n = 0, つまり，gは定数．m = n = 1のとき，f1g1 = xyよ
り，f1 = x, g1 = yとしてよい．よって，f = x + a, g = y + bだが，
xy − 1 = (x+ a)(y + b)とはなり得ない．以上より，xy − 1は既約．
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(2)

B4 = R[x, y, z]/
(
z − (x2 − y2), z − (4x+ 2y − 3)

)
' R[x, y]/

(
(x2 − y2)− (4x+ 2y − 3)

)
= R[x, y]/

(
(x− 2)2 − (y + 1)2

)
= R[x, y]/ ((x− y − 3)(x+ y − 1))

であるので、B4は整域でない．零因子は x− y − 3など．
(3)

Ba = R[x, y, z]/
(
z − (x2 − y2), z − (ax+ 2y − 3)

)
' R[x, y]/

(
(x2 − y2)− (ax+ 2y − 3)

)
= R[x, y]/

(
(x− a

2
)2 − (y + 1)2 − (

a2

4
− 4)

)
= R[x, y]/

(
(x− y − a

2
− 1)(x+ y − a

2
+ 1)− 1

4
(a2 − 16)

)
よって，a 6= ±4のとき，X = 4

a2−16
(x−y− a

2
−1), Y = x+y− a

2
+1

と変数変換すれば，Ba ' Aが分かる．
a = ±4のときは，X = x− y− a

2
− 1, Y = x+ y− a

2
+ 1と変数変換

すれば，Ba ' R[X,Y ]/(XY )と分かり，Baは整域でない．
5 (1) 線形同次微分方程式

y′′ − 5y′ + 6y = 0

の特性方程式 λ2 − 5λ + 6 = 0を解くと λ = 2, 3より，一般解は
y(x) = C1e

2x + C2e
3x (C1, C2 ∈ R) .

(2) 与えられた方程式を y′′ − 2y′ = ex sinxと書く．
(1)と同様，同次方程式 y′′−2y′ = 0を解くと，その一般解が yh(x) =

C1 + C2e
2x, C1, C2 ∈ Rと分かる．

定数変化法を用いて与えられた方程式の特解
(0.1) yp(x) = u1(x) + u2(x)e

2x,

求める．ここで，

(0.2)

{
u′1(x) + u′2(x)e

2x = 0,

u′2(x)(e
2x)′ = ex sinx

という条件を課して，u1(x), u2(x)が求まればよい．
(0.2) の第 2式から u′2(x) =

ex sinx
2e2x

= 1
2
e−x sinx. これと第 1式から

u′1(x) = −u′2(x)e2x = −
(
1

2
e−x sinx

)
e2x = −1

2
ex sinx.
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それぞれ部分積分を 2回用いて標準的な方法で u1(x), u2(x)を求め
ることができ，

u1(x) = −1

4
ex(sinx− cosx), u2(x) = −1

4
e−x(sinx+ cosx)

である．したがって特解は
yp(x) = u1(x) + u2(x)e

2x

= −1

2
ex sinx.

同次解 yh と特解 yp を足し合わせると，微分方程式の一般解は

y(x) = C1 + C2e
2x − 1

2
ex sinx (C1, C2 ∈ R)

となる．
6 可測関数

h(x) := |f(x)− g(x)|
を考えると，h ≥ 0 かつ可測であり，仮定より∫

A

h(x) dµ(x) = 0

が成り立つ．
ここで，任意の n ∈ N について
Bn := {x ∈ A : h(x) > 1/n } = {x ∈ A : |f(x)− g(x)| > 1/n }

とおく．Bn は可測集合である．Bn 上では h(x) ≥ 1/nが成り立つので，

0 =

∫
A

h(x) dµ(x) ≥
∫
Bn

h(x) dµ(x) ≥
∫
Bn

1

n
dµ(x) =

1

n
µ(Bn)

となる．したがって µ(Bn) = 0が任意の n ∈ N について成り立つ．
次に，

B := {x ∈ A : f(x) 6= g(x) } = {x ∈ A : |f(x)− g(x)| > 0 }

とおくと，．t > 0 ならばある自然数 n が存在して t > 1/n が成り
立つので， B =

⋃∞
n=1Bn であるので，測度の劣加法性より µ(B) ≤∑∞

n=1 µ(Bn)0 = 0となる．したがって µ(B) = 0 である．これが示す
べきことである．
7
(1) ∇F = (36x, 36y,−4z(z2+2))より，法ベクトルは (36, 36,−48) =

12(3, 3,−4). これより
3(x− 1) + 3(y − 1)− 4(z − 2) = 0
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(2) F (x, y, z) = 0であるとき，

F (G(x, y, z)) = 18

(
4y2

(1 + z2)2
+

4x2

(1 + z2)2

)
−
(

2

1 + z2
+ 2

)2

= 18

(
4y2

(1 + z2)2
+

4x2

(1 + z2)2

)
−
(
2 + 2(1 + z2)

1 + z2

)2

=
4

(1 + x2)2

{
18

(
y2 + x2

)
−
(
2 + z2

)2}
= 0

(3)p = (1, 1, 2)における法ベクトルは，(3, 3,−4). e1, e2はこれに直
交する接ベクトル．q = g(1, 1, 2) = (2

5
, 2
5
,
√
2√
5
). qにおける法ベクトル

は∇F を計算して (72
5
, 72

5
,−48

√
10

25
) = 24

5
(3, 3,−2

5

√
10). f1,f2はこれに

直交する接ベクトル．
陰関数定理によって，点 p = (1, 1, 2)の近くで，F (x, y, z) = 0を z

について解いて z(x, y)と表す (z(1, 1) = 2)．t = 1で点 pを通る曲線を
c1(t) = (t, 1, z(t, 1)), c2(t) = (1, t, z(1, t))とすると，

c′1(1) = e1, c
′
2(1) = e2

が成り立つ． (
z(x, y) =

√
−2 + 3

√
2(x2 + y2)から直接計算しても良

いし，陰関数定理を用いて zx(1, 1) = zy(1, 1) =
3
4
と計算しても良い (ど

ちらも易).
) このとき，

(dg)p(e1) =
d

dt

∣∣∣
t=1
g(c1(t)) =

d

dt

∣∣∣
t=1

( 2

1 + z(t, 1)2
,

2t

1 + z(t, 1)2
,

√
2√

1 + z(t, 1)2

)
を計算すると，(− 6

25
, 4
25
,− 3

5
√
10
)が得られる (計算は複雑ではない)．同

様にして，(dg)p(e2) = ( 4
25
,− 6

25
,− 3

5
√
10
) を得る．これらをまとめて

(dg)p(e1) = − 6

25
f1 +

4

25
f2

(dg)p(e2) =
4

25
f1 −

6

25
f2

が答．

8 (1) ハウスドルフでない．∵[u] ∈ Xを任意の点，U[u]をその任意の
開近傍とするとき，π−1(U[u])はRの開集合なので，有理数を必ず含む．
よって，[0] ∈ U[u]であるので，[u]と [0]を開集合で分離することがで
きない．

(2) コンパクトである．射影 π : R → X = R/ ∼は，R → R/Z π1→ X
に分解できる．このとき π1は連続で，R/Z ' S1はコンパクトなので，
その像 π1(R/Z) = Xはコンパクトである．




