




















解答および解説

第 1 問

(a) 点 xj (j ̸= i)にある電荷による電位への寄与は qj/(4πϵ0rij)であたえられるので,

vi =
1

4πϵ0

∑
j=1,...,n;j ̸=i

qj
rij

.

(b) 点 xi, xj にある電荷のペアによる静電エネルギーへの寄与 Eij は,

Eij =
qiqj

4πϵ0rij

であたえられる. すべてのペア (i, j) (i < j)について Eij を足し上げればよいから, 全静電エ

ネルギーは

∑
1≤i<j≤n

Eij =
1

2

n∑
i=1

∑
j=1,...,n;j ̸=i

Eij =
1

2

n∑
i=1

qi
∑

j=1,...,n;j ̸=i

qj
4πϵ0rij

=
1

2

n∑
i=1

qivi

となる.

(c) (a)を用いると,

4πϵ0

n∑
i=1

qiv
′
i =

n∑
i=1

qi
∑

j=1,...,n;j ̸=i

q′j
rij

=
∑

1≤i,j≤n;i ̸=j

qiq
′
j

rij

=
∑

1≤i,j≤n;i ̸=j

qjq
′
i

rji
(∵ 和をとる範囲が (i, j) 7→ (j, i)で不変)

=

n∑
i=1

q′i
∑

j=1,...,n;j ̸=i

qj
rij

= 4πϵ0

n∑
j=1

q′ivi.

(d) 電荷分布について (b)と同様に考えると,

1

2

n∑
i=1

QiVi

となる.



(e) R3 から n個の導体球をのぞいた領域を Σ とし, Σ の境界を S1 ∪ · · · ∪ Sn とする. 各 Si 上で

定数値 Vi をとるような Σ 上の調和関数を ϕ, 各 Si 上で定数値 V ′
i をとるような Σ 上の調和

関数を ϕ′ とする. 調和関数 ϕ, ϕ′ に対して

div(ϕ gradϕ′ − ϕ′ gradϕ) = ϕ div gradϕ′ − ϕ′ div gradϕ = 0

が成り立つ. これを Σ 上で積分することにより,

0 =

∫
Σ

div(ϕ gradϕ′ − ϕ′ gradϕ)dxdydz

=

n∑
i=1

∫
Si

(ϕ gradϕ′ − ϕ′ gradϕ)dS

=

n∑
i=1

1

ϵ0
(−ViQ

′
i + V ′

i Qi)

がえられる.

第 2 問

(a) ∂2y
∂t2 = −g cosα, ∂2x

∂t2 = −g sinα.

(b) eV sinβ.

(c) 2
g cosαV sinβ.

(d) 2
g cosαvk.

(e) 2V sin β
g cosα

1
1−e

(f) (a)の運動方程式を解けば t秒後の質点の x座標が求まる．そこに (e)の答えを代入し, x = 0

として条件を求めればよい．

(g) 1− e = (1− en) tanα tanβ.

第 3 問

(a) 電荷分布が球対称なので, 電場の向きは動径方向であり, 電場の大きさは球の中心からの距離

r のみに依存する. 電場の大きさ E(r)は, 閉じた面として半径 r の球の表面を考え, ガウスの

法則を用いて求めることができる. 球の中心からの距離 r が R1 以下のとき, 半径 r の球内に

ある電荷 Q1(r)は,

Q1(r) =

∫ r

0

ρ0
r

R1
4πr2dr =

πρ0r
4

R1

と求めることができ, E(r)は

E(r) =


ρ0r

2

4ε0R1
(r ≤ R1)

ρ0R
3
1

4ε0r2
(r > R1)



となる. 球の中心を座標軸の原点にとると, 電場 E⃗(r⃗)は以下となる.

E⃗(r⃗) =


ρ0r

4ε0R1
r⃗ (r ≤ R1)

ρ0R
3
1

4ε0r3
r⃗ (r > R1)

(b) もともと真空であった領域に, 無限遠から電荷を少しずつ運んでくることにより, ある電荷分

布を作るとする. その過程で必要な仕事が, その電荷分布の静電エネルギーをあたえる. ここ

では, 問題の電荷分布を中心部分から球殻上に電荷を加えていくときに必要な仕事として静電

エネルギーを求める.

半径 r 内にある電荷が作る静電ポテンシャルの, 原点から距離 r における点での値を Vr とす

る. それは

Vr =
Q1(r)

4πε0r
=

ρ0r
3

4ε0R1

であたえれる. したがって, 静電エネルギー U1 は,

U1 =

∫ R1

0

Vrρ0
r

R1
4πr2dr =

πρ20R
5
1

7ε0

となる.

(c) 球の中心からの距離 r が R1 以下の場所の電場は (a)と同じである. R1 < r ≤ R2 のとき, 半

径 r の球内の電荷 Q2(r)は,

Q2(r) = πρ0R
3
1 +

4

3
π(−ρ0)(r

3 −R3
1)

=
7

3
πρ0R

3
1 −

4

3
πρ0r

3

なので, ガウスの法則を用いて電場の大きさ E(r)を求めると,

E(r) =
ρ0

12ε0r2
(7R3

1 − 4r3)

となる. r > R2 のときは,

E(r) =
ρ0

12ε0r2
(7R3

1 − 4R3
2)

と求めることができる. よって, 電場 E⃗(r⃗)は以下となる.

E⃗(r⃗) =


ρ0r

4ε0R1
r⃗ (r ≤ R1)

ρ0
12ε0r3

(7R3
1 − 4r3)r⃗ (R1 < r ≤ R2)

ρ0
12ε0r3

(7R3
1 − 4R3

2)r⃗ (R2 < r)



(d) (b) で求めた静電エネルギーに加えて, 半径 R1 から半径 R2 まで, −ρ04πr
2dr の電荷を運ぶ

ときの仕事を計算すればよいので, 求める静電エネルギー U2 は,

U2 = U1 +

∫ R2

R1

Q2(r)

4πε0r
(−ρ0)4πr

2dr

=
πρ20
ε0

(
4

15
R5

2 −
7

6
R3

1R
2
2 +

73

70
R5

1

)
.

(e) Q2(R2) = 0を解いて,

R1 =
3

√
4

7
R2.

(f) (e)の答えを (d)の答えに代入し,

U2 =
πρ20R

5
2

ε0

(
− 6

15
+

146

245

(
4

7

)2/3
)
.

第 4 問

(b) V0 ↑ ∞ では粒子は 0 < x < aに閉じ込められる. n = 1, 2, . . .として, エネルギー固有状態は

φn(x) =


√

2

a
sin
(nπ

a
x
)
, 0 ≤ x ≤ a;

0, x ≥ a

であり, エネルギー固有値は En =
ℏ2π2

2ma2
n2 である.

(c) 波動関数が無限遠で減衰するらめにはエネルギー固有値 E は 0 < E < V0 を満たす必要があ

る. k =
√
2mE/ℏ, θ =

√
2m(V0 − E)/ℏ とおくと,

φ(x) =

{
A sin(kx), 0 ≤ x ≤ a;

Be−θx, x ≥ a

である. ここで, 定数 A, B は φ(x) と φ′(x) が x = a で連続になるように選ぶ. x = a で

φ′(x)/φ(x)が連続であることから

tan(ak) = −k

θ

あるいは, v0 = 2mV0/ℏ2 とすれば,

tan(ak) = − k√
v0 − k2

という条件が得られる.これを満たす k を用いて, エネルギー固有値は E =
ℏ2

2m
k2 となる.



(d) エネルギー固有状態の波数 k > 0は,横軸を ak,縦軸を y = tan(ak)および y = −k/
√
v0 − k2

とした二つのグラフの交点に対応する. v0 が小さいときには交点がないためエネルギー固有

状態（束縛状態）は存在しない. 交点が存在する条件は a
√
v0 > π/2, つまり,

V0 >
ℏ2π2

8ma2

である.

(e) 上で述べたグラフの交点の個数を評価すればいいので, エネルギー固有状態の個数は

N ∼
a
√
v0

π
=

a

πℏ
√

2mV0

である.

第 5 問

(a) 一粒子固有エネルギーを εi として, 大分配関数は

Z =
∏
i

(1 + e−β(εi−µ))

で与えられる.

(b)

M =
∑
k

(
1

eβ(εk−h−µ) + 1
− 1

eβ(εk+h−µ) + 1

)
.

(c)

ℏ2

2m
(3π2n)2/3.

(d) n = 1
3π2

(
2mε
ℏ2

)3/2
を εで微分すれば良い.

C =
1

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2

.

(e)

E =

∫
dεN(ε)

(
1

eβ(ε−h−µ) + 1
+

1

eβ(ε+h−µ) + 1

)
.

(f) χ = 2N(εF).

第 6 問

(a) 面心立方格子の基本並進ベクトルは

a1 =
a

2
(ex + ey),a2 =

a

2
(ey + ez),a3 =

a

2
(ez + ex)

である. これを図示すると図 1のようになる.



(b) 逆格子の基本ベクトルを与える式

b1 = 2π
a2 × a3

a1 · (a2 × a3)
, b2 = 2π

a3 × a1

a1 · (a2 × a3)
, b3 = 2π

a1 × a2

a1 · (a2 × a3)

に (a)の答えを代入すると, 面心立方格子の逆格子の基本ベクトルは以下の通りとなる.

b1 =
2π

a
(ex + ey − ez), b2 =

2π

a
(−ex + ey + ez), b3 =

2π

a
(ex − ey + ez)

これを図示すると図 2のようになる.

(c) 実格子と逆格子の基本単位胞の体積はそれぞれ V = a1 · (a2 × a3), V
′ = b1 · (b2 × b3)と与

えられる. 例えばこれに (a), (b)の答えを代入すると V = a3/4, V ′ = 4(2π/a)3 と得られる

ので V ′ = (2π)3/V となる.

(d) 面心立方構造の慣用単位胞は図 3のように A, B, C面が積み重なった構造として表すことが

できる. 問題文の図から A , B面の間隔は 1辺の長さが 2aの正四面体の高さに対応すること

がわかるので, 2a
√

2/3となる.

(e) 面心立方構造の単位胞の 1辺の長さを Aとする. 単位胞には半径 aの原子が 4個含まれるの

で, 充填率は

4× 4πa3

3
× 1

A3
× 100

となる. これに A = 4a/
√
2を代入すると, 約 74 %となる.

(f) ダイヤモンド構造は, 図 4のように原点 (0, 0, 0)と (a/4, a/4, a/4)の位置に原子が存在する 1

辺の長さが a/2の立方体でできた基本構造を面心立方格子の格子点上に周期的に配置するこ

とで表せる. そのため面心立方格子に分類される.



A面

B面

C面

a1

a2

a3

図1

図3

b1

b2

b3

図2
x

y

z

kx

ky

kz

a

図4
x

y

z

a/2

原子

原子



出題の意図

物理学専攻博士前期課程入試（物理学）では，第 1 問は理論物理学全般から, 第 2 問は力学分野か

ら, 第 3 問は電磁気学分野から, 第 4 問は量子力学分野から, 第 5 問は熱・統計力学分野から, 第 6

問は物性物理学分野から例年出題されてきており，今回もそれに従っています.

第 1 問 古典電磁気学から題材をとりました. ここでは, いくつかの導体を空間に配置したときに,

一般的に成り立つ相反則について考えています. 2つの導体球をある間隔で並べた, など特定の配置

をあたえるのではなく, n個の導体球が一般的な配位をとるようにしています. このように, 状況を一

般化する習慣をつけておくと, 自然法則をより理解しやすくなるでしょう.

前半部分で, 有限個の電荷の配位に対する相反則を直接的に導いています. これによって, 相反則

の主張の内容が理解できるでしょう. 後半部分では, 導体の配位の場合に拡張できるかどうかをみて

います. 点電荷分布から極限をとることにより, 連続的な電荷分布への移行ができればよいですし,

ベクトル解析に慣れていれば, 最終的な結果は簡潔に導くこともできます.

第 2 問 質点の投射という誰しもなじみのある問題設定だが, 斜面に落下するまでの時間や, 反発運

動を繰り返したときの軌道を考えさせることで, 数式への理解の深さを問う設問となることをねらっ

た．反発運動が止まるという状況を考えるためには, 式を適切な形に変える必要があり, そこで解答

者の計算力を評価している．

第 3 問 球対称に電荷が分布しているときにガウスの法則を用いて電場の大きさを求める基本的な

静電場の問題であるが, 電荷密度が一定ではなく, 球の中心からの距離に比例して電荷密度が変わる

設定なので, 間違えないように丁寧に計算する必要がある. (b)と (d)の静電エネルギーは, 電場の単

位体積あたりのエネルギー ε0
2 E(r)2 を全空間で積分して求めることもできる.

第 4 問 1次元の簡単な設定での定常状態のシュレーディンガー方程式について, エネルギー固有状

態（束縛状態）と対応するエネルギー固有値の性質を問う問題である. 量子力学の初等的な問題であ

り, x = 0での境界条件と x = aでの接続条件を的確に処理できるか, また, 解の存在や個数が評価

できるかをみている.

ちなみに, この問題は標準的な井戸型ポテンシャルのエネルギー固有状態のうち, ポテンシャルの

中心での反転について反対称なものだけを考えるのと数学的には等価である.

第 5 問 フェルミ理想気体の基本的な性質を問う問題である.

第 6 問 結晶構造について逆格子を含めて基本的な理解を問う問題である.
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